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Передмова для всіх

Мета даного методичного посібника-становлення як алгебраїчної техніки, так і логічного, абстрактного, алгоритмічного мислення учнів, розвиток пошукової  активності; початок поглибленого вивчення теми “Параметри”.

Посібник складено на основі досвіду роботи автора з учнями в школі з використанням відомих, але не завжди доступних збірників задач, а також авторських задач. Задачі підібрані за принципом  „самонавчання”, тобто від простого до складного і націлені не тільки до становлення технічних навичок учнів, але й на сприяння розвитку їх пошукової активності, формування абстрактного, логічного, наочно-образного мислення та мислення розгалуження.

Майже всі наведені задачі з параметрами містять детальне розв’язання.

Посібник може бути використаний учнями 7-8 класів для самонавчання, вчителями  для організації роботи учнів з теми “Розв’язування рівнянь першого степеня з параметрами”.

Зміст

1.Знайомство з параметром.

2. Дослідження та розв’язування лінійних рівнянь з параметрами

3.Лінійні рівняння з параметрами  в знаменнику.

4.Рівняння з параметрами, які зводяться до лінійних.

5.Модуль і параметр в лінійних рівняннях. 

1. Знайомство з параметром

Цей розділ адресовано в першу чергу тим, хто має мінімальну уяву про задачі з параметрами.

Відомо, що в задачах з математики для неспеціалізованих шкіл цим задачам відводиться незначне місце.

З параметрами учні зустрічаються при введенні деяких понять:

· функція пряма пропорційність y = kx

(x та y – змінні, k – параметр, k ≠ 0);

· лінійна функція у = kx + b (x і y – зміннi; k і b – параметри);

· лінійні рівняння ax + b = 0 (x – змінна; a і b – параметри);

· рівняння першого степеня ax + b = 0 (x – змінна; a і b – параметри, а ≠ b);

· квадратне рівняння ax2 + bx + c = 0 (x – змінна, a,b і c – параметри, а ≠ 0);

В шкільному курсі математики до задач з параметрами можна віднести пошук розв’язків лінійних і квадратних рівнянь в загальному вигляді, дослідження кількості коренів рівнянь в залежності від значень параметрів.

Така невелика кількість задач багатьом учням не дає змоги засвоїти основне: параметр, якщо він фіксований, але невідоме число, має ніби двояку природу. По-перше , якщо допустити, що параметр – це щось відоме, то це дає змогу поводитись з цим параметром як з числом; а по – друге – степінь свободи поводження з параметром обмежується його невідомістю. Наприклад, ділення на вираз , що містить параметр, добування кореня парного степеня із виразів з параметром вимагають попередніх досліджень, результати яких впливають і на розв’язання, і на відповідь.  

Основне, що потрібно усвідомити при першому знайомстві з параметром, - це  необхідність обережного, навіть делікатного ставлення до фіксованого, але невідомого числа.

  Необхідність обережного ставлення до параметрів можна прослідкувати на тих вправах, де заміна параметра числом робить задачу банальною. До таких задач можна віднести: порівняння двох чисел, розв’язання лінійного або квадратного рівняння, розв’язання нерівності та інше.

Приклад 1. 

Порівняти а і – 7а.
  Розв’язання

Розглянемо три випадки:

  якщо а>0, то а>-7а;
  якщо а=0, то а=-7а;

  якщо а<0, то а<-7а.


Приклад 2. 

Розв’язати рівняння kx=2.

Розв’язання

Чомусь зразу хочеться дати відповідь: х=2/k. Але при k=0 дане рівняння розв’язків не має і вірна відповідь буде такою:

Відповідь: якщо k=0, то розв’язків немає;

                     якщо k≠0, то х=2/k. 

2. Дослідження та розв’язування лінійних рівнянь з параметрами

Рівняннями з параметрами називаються рівняння виду f(х;а1;а2;…аn)=0, де х-невідоме шукане число; а1;а2;а3…аn-змінні параметри.

Значення параметрів а1;а2;…аn, при яких вираз f(х;а1;а2;…аn) має зміст при деяких значеннях n, називаються допустимими.

Розв’язування рівнянь з параметрами визначається залежно від допустимих значень параметрів.

Розв’язати рівняння з параметром означає знайти всі його розв’язки для кожної системи допустимих значень параметрів.

При розв’язуванні рівнянь з параметрами область зміни параметрів може бути заданою. Якщо не вказані межі зміни параметрів, то вважається, що параметри набувають усіх своїх допустимих значень.

Рівняння виду ах+b=0, де а і b - сталі числа, називається лінійним рівнянням відносно невідомого х.

Замінимо його рівносильним рівнянням 
[image: image450.jpg]


 і дослідимо:

1. Якщо а≠0, то рівняння має єдиний розв’язок х= - b/а.

2. Якщо а=b=0, то рівняння буде мати вигляд 0∙х=0,      тому воно має безліч розв’язків або будь-яке дійсне число х задовольняє це рівняння.

3. Якщо а=0, b ≠0, то рівняння буде мати вигляд 0∙х= - b, тому воно не має розв’язків.

Будь-яке лінійне рівняння з параметром зводиться до подібного рівняння: спочатку потрібно перенести всі доданки , які містять х, в ліву частину рівняння, а доданки, які не містять х – в праву. Тоді одержимо рівняння виду ах=b, яке вміємо розв’язувати :
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Система (1) “розпалась” на (3) та (4), а система (2) залишилась незмінною!

Умова при а
[image: image5.wmf]¹

0 ніколи “ розпадатись “ не буде!

Приклад1. 

Розв’язати рівняння kх=k-5  

Розв’язання

Неважко додуматись, що при розв’язуванні цього рівняння достатньо розглянути такі випадки:

1) Якщо k=0, то рівняння буде мати вигляд 0·х=-5 і не має розв’язків;

2) Якщо k≠0, то одержимо х=
[image: image6.wmf]k
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Слід зробити зауваження. Суттєвим етапом розв’язування задач  з параметрами є запис відповіді. Особливо це відноситься до тих вправ, де розв’язання ніби “розгалужується” в залежності від значень параметра. В цих випадках запис відповіді – це збір раніше одержаних результатів. Тому дуже важливо не забутись відобразити у відповіді всі етапи розв’язання.

Відповідь: якщо k=0, то рівняння розв’язків не має; 

                   якщо k≠0, то  х=
[image: image7.wmf]k
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Приклад 2. 

Розв’язати рівняння ах-4+a=х.
Розв’язання

Замінимо  рівняння  рівносильним  ах - х = -а+4  або               (а-1)х=4-а.

Розглянемо випадки:

1) Якщо а-1=0, тобто а=1, то 0
[image: image8.wmf]x

×

=3. Рівняння дійсних розв’язків не має.

2) Якщо а-1≠0, тобто а≠1, то х=
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Відповідь: при а=1 рівняння дійсних розв’язків не має;

                   при а≠1  х=
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Приклад 3. 

Розв’язати рівняння 3х=а-3+ах.
Розв’язання.

Розглянемо випадки для рівносильного рівняння                       (3-а) 
[image: image11.wmf]х

×

 =а-3:

                      1) Якщо 3-а=0, тобто а=3, то 0
[image: image12.wmf]х
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=0. Тому х – будь - яке число;

                      2) Якщо 3-а≠0, тобто а≠3, то х=
[image: image13.wmf]а
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=-1.

Відповідь: при а=3   х-будь-яке число;

                   при а≠3 х=-1

Приклад 4. 

Розв’язати рівняння (а
[image: image14.wmf]2

-4)х=а+2,       

Розв’язання

Розглянемо такі випадки:

1) якщо а=2, то 0
[image: image15.wmf]х

×

=4, тому рівняння дійсних розв’язків не має;

2) якщо а=-2, то 0
[image: image16.wmf]х

×

=0, тому х-будь-яке число;

3) якщо а≠ ±2, то х=
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Відповідь: при а=2  рівняння дійсних розв’язків не має;

                   при а= - 2  х-будь-яке число;

                   при а≠ ±2   х=
[image: image18.wmf]1
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Приклад 5. 

Знайти всі цілі кратні чотирьом корені рівняння 
[image: image19.wmf]bх-b=2х, де b - будь-яке дійсне число, не рівне 2.

Розв’язання.

bх-2x=b; (b-2)x=b. Якщо b-2≠0, то x =
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За умовою 
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=4k, де к-ціле число, тому 
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf]2
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Якщо b-2
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, то (1-4k)b+8k=0. Звідси 
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Відповідь: 
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Приклад 6. 

При яких натуральних значеннях m рівняння  mx-3=2x+m має парні корені ?

Розв’язання

mx-2x=m+3; (m-2)x=m+3; x =
[image: image31.wmf]2
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; x=
[image: image32.wmf]2

5

)

2

(

-

+

-

m

m

;                     

        x = 1+
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х-парне число , якщо дріб 
[image: image34.wmf]2
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- непарне число . Це може бути при m=7

Відповідь: m=7.

Приклад 7. 

Розв’язати рівняння 
[image: image35.wmf]а2х+5=а(х+5)

Розв’язання

a2х+5=ах+5а,  а2х-ах=5а-5,  (а2-а)х=5(а-1),  а(а-1)х=(а-1)·5.

1)Якщо  а(а-1)≠0, тобто а≠0 і а≠1, то х=
[image: image36.wmf])
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2) Якщо а=0, то 0
[image: image38.wmf]х

×

=-5. Рівняння не має дійсних розв’язків.

3)Якщо а=1, то  0
[image: image39.wmf]х

×

=0 , тому х - будь-яке число .

Відповідь: при а≠0 і а≠1   
[image: image40.wmf]а
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;

                  при а=0  рівняння дійсних розв’язків не має;

                   при а=1    х - будь-яке число.

Розв’язати рівняння ах-8=3х-14. 

Приклад 8.  

Розв’язання.

aх-3х=-6;  (а-3)х=-6.

Якщо а-3≠0, тобто а≠3,то рівняння має єдиний корінь         х = - 
[image: image41.wmf]3
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Якщо а=3,то рівняння дійсних коренів не має.

Відповідь: при а≠3  х=-
[image: image42.wmf]3
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;

                   при а=3  хєø.

Приклад 9. 

При яких цілих значеннях параметра m рівняння mх+5х=2-3m має цілі корені?

Розв’язання

Дане рівняння запишемо у вигляді  (m+5)х=2-3m.

Якщо m≠-5,то х=
[image: image43.wmf]5
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Тому m= -6; m= -4; m=12; m= -22.

Відповідь: -22; -6; -4; 12.

Приклад 10.  

Розв’язати рівняння ах-5х+2=-b.

Розв’язання

 (а-5)х= -b-2.

Можливі випадки:

1) а-5=0,тобто а=5,тоді 0
[image: image48.wmf]х

×

= -b-2.  

Звідси –b-2=0, тобто b= -2, то х- будь-яке число

aбо  -b-2≠0, тобто b≠-2,  то 
[image: image49.wmf].
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2) а-5≠0 , тобто а≠5,  тоді  х=
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Відповідь: при 
[image: image51.wmf]î

í

ì

-

=

=

,

2

,

5

b

а

        х- будь-яке число;
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 EMBED Equation.3  [image: image53.wmf]      
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                 при а≠5           х=
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Приклад 11.  Розв’язати рівняння ах + b = 3 mx + 2n
Розв’язання

ах – 3mх = 2n– b ;         (а- 3m)х = 2n – b.

               Розглянемо випадки :

1) а – 3 m = 0 , тобто   а = 3m,  тоді    0 * х = 2n – b :

     а) 2n – b = 0 ;  b = 2n; будемо мати  0 * х = 0.

         Звідси х –    будь – яке число. 

      б) 2n – b 
[image: image56.wmf]¹
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 2n, тоді 
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2) Якщо а – 3m 
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 Відповідь : при 
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 х –    будь – яке число;

                     при 
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                     при  а
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Вправи.

Розв’язати рівняння :

1. x – ax = 7-a;

2. 3ax = 12b;
3. 5x = m + n;
4. mx + ma = mb;
5. 7x - 14ax = 7b;
6. a2x – ac  = a;
7. a - a2x = ac;
8. ax – bx = 4a - 4b;
9. mx – nx = m2- n2;
10. m2x - n2x = (m + n)2;
11. 2ax + 2bx = 8a2 - 8b2;
12. ax + 5x = a2 - 25;
13. 2 + ax = x - m;

14. cx – 1 = x - c;
15. (a + x)b – a = (b + 1)x + ab;
16. ab + ax = a;
17. mx – x = m2 - 2m + 1;

18. a2x + 2abx + b2x = 3a2 - 3b2;
19. (x - 3)(a + 4) = 1;
20. a - (a + b)x=(b - a)x-(c + bx);
3. Лінійні рівняння з параметрами в знаменнику
Починати потрібно з області визначення. Потім слід розглянути два випадки:

1) при а=0 рівняння дійсних розв'язків не має ( х є ( )

2) при а
[image: image67.wmf]¹
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  Приклад 2. 

Розв'язати рівняння 
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Приклад 3. 
Розв’язати рівняння 
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Область допустимих значення параметра    
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Приклад 4. 

Розв’язати рівняння 
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Розв’язання

Перепишемо рівняння у вигляді 
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Оскільки    
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Помножимо обидві частини одержаного рівняння  (1) на 
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 і одержимо :

 (х – а – b – с) ( a + b + c) = 0.

Якщо а + b + с = 0, то розв’язком даного рівняння будуть усі дійсні числа .

Якщо а + b + с 
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 0 , то х – а – b – с = 0, тоді рівняння має єдиний корінь  х = а + b  + с.

Відповідь: якщо a + b + c = 0, то х- будь – яке число, якщо a + b + c 
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 0, то х = а + b + c.
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4. Рівняння з параметрами , які зводяться до лінійних

Приклад 1 

Розв’язати рівняння  
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Область допустимих значень 
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Відповідь : при 
[image: image147.wmf]1

¹

a

  
[image: image148.wmf];

a

x

=

       

                    при  a = 1       рівняння дійсних розв’язків не має.

Приклад 2 . 

Розв’язати рівняння  
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Область допустимих значень 
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Зведемо  до спільного знаменника :
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1) Якщо а = b, то x
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Приклад 3. Розв’язати рівняння  
[image: image161.wmf]x

m

m

x

m

x

m

m

x

2

2

2

+

+

=

+


Розв’язання

Область допустимих значень  
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Відповідь :  при  m= 0   x
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Приклад 4.    

Розв’язати рівняння 
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1) Якщо  n + m  =  0,  або  n = - m , то 0 
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Приклад 5.  

Розв’язати рівняння : 
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Розв´язати рівняння 
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1) Якщо а +b = 0 або а = - b , то  0 
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Приклад 7. 
Розв´язок рівняння 
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Область допустимих значень  с 
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5. Модуль і параметр в лінійних рівняннях
Розв’язання  задач з модулем, що містить  параметр, спирається на:  властивості  модуля та способи  розв’язання завдань з модулем;  способи розв’язання  алгебраїчних   рівнянь з параметром.

 Спочатку  розглянемо  рівняння, при розв’язанні  яких, крім  властивостей  модуля, використовується алгоритм розв’язання найпростіших  рівнянь з параметрами.
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6) Для яких цілих значень параметра а корені рівняння 
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7) Для яких цілих значень параметра m корені рівняння  
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